Krzywe Béziera

Czas porozmawiac o genialnym w swojej prostocie matematycznym konstrukcie, obecnym bo-
daj w kazdym obszarze informatyki zwigzanym w jakikolwiek sposob z grafikg komputerowa.

| RENAULT VS CITROEN

Nielatwo jest znalez¢ kogo$, kto nie mial nigdy do czynienia z krzywy-
mi Béziera. Sg one obecne w aplikacjach do edycji grafiki wektorowej
(np. Inkscape, CorelDRAW), rastrowej (GIMP, Adobe Photoshop),
tréjwymiarowej (Blender, 3D Studio Max, Maya), w aplikacjach typu
CAD (np. Fusion 360, AutoCAD), edytorach filméw i animacji (Shot-
cut, Adobe Premiere), a nawet w pakietach biurowych (Microsoft Of-
fice, LibreOffice). W dwoch stowach, jezeli program powaznie pod-
chodzi do tematu i ma cokolwiek wspolnego z grafika, z pewnoscia
korzysta w pewnym momencie z krzywych Béziera.

Przyzwyczailem si¢ juz troche do tego, ze wigkszos¢ sprytnych
matematycznych wynalazkéw jest dzielem, no c6z, matematykéw
— teoretykéw oraz pracownikéw akademickich. Tymczasem autora-
mi opisywanego rewolucyjnego odkrycia w zakresie konstruowania,
przechowywania i wy$wietlania krzywych jest dwoch francuskich in-
zynieréw z branzy automotive: pracujacy w przedsiebiorstwie Renault
Pierre Etienne Bézier oraz (niezaleznie) pracownik Citroena, Paul de
Faget de Casteljau. Co ciekawe, prace dotyczace projektowania karo-
serii samochodéw prowadzili oni réwnolegle, a swoja nazwe krzywe
Béziera zawdzigczaja temu pierwszemu z nich tylko dlatego, ze to
przedsiebiorstwo Renault jako pierwsze (pod koniec lat 60. XX wieku)

zdecydowalo si¢ ujawni¢ wyniki prowadzonych tam prac.

| APARAT MATEMATYCZNY

Krzywe Béziera korzystajg z wielomianéw bazowych Bernsteina, za$
do zrozumienia tych ostatnich bedziemy musieli od$wiezy¢ sobie
nieco wiedze na temat symbolu Newtona. Nie jest tego wcale az tak
duzo, wiec miejmy szybko te matematyke juz za soba.

I Symbol Newtona

Symbolem Newtona nazywamy warto$¢ wyznaczong przy pomocy

wzoru:

() = w=orm
k) 7 (n—k)-k!, dla 0 < k <n, gdzie

def

nl=1-2-3-...-(n—1)-noraz 0 =1

Wz6r 1. Symbol Newtona

Silnia (zapis n!) jest funkcja, ktdra ro$nie przerazliwie szybko - szyb-
ciej nawet od funkeji wykladniczej. Na przyktad 2! = 2, 5! = 120, 10!
= 3628800, 13! nie mieéci si¢ juz w zakresie typu uint, a 21! - w za-
kresie typu ulong (64-bitowa liczba bez znaku). Na szczescie jednak
symbol Newtona zachowuje si¢ nieco tagodniej i nie prébuje ucieka¢

do nieskonczonosci w az tak gwaltownym tempie.
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Aby unikna¢ liczenia silni (lub, co nieco sprytniejsze, skracania
ulamkoéw i obliczania iloczynéw), mozemy skorzysta¢ z ciekawego
matematycznego konstruktu, jakim jest trojkat Pascala. Wyobrazamy
go sobie nastepujaco: konstruujemy wiersze zawierajace ciagi liczb.
W pierwszym wierszu znajduje sie¢ jedynka, a kazdy kolejny wiersz
zawiera zawsze o jedng warto$¢ wigcej niz poprzedni. Na skraju znaj-
duja si¢ zawsze jedynki, za$ warto$ci pomigdzy nimi stanowia sume
dwoch wartosci znajdujacych si¢ bezposrednio powyzej, w poprzed-
nim wierszu. Budowe Trojkata Pascala mozemy zobaczy¢ na Rysun-
ku 1 (czerwone i niebieskie liczby obrazuja sposob obliczania warto-

$ci w kolejnych wierszach).
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Rysunek 1. Tréjkat Pascala

Jezeli teraz rozpiszemy trdjkat Pascala do odpowiedniej wysokosci,
mozemy w latwy sposéb wyznaczy¢ dwumian Newtona dla warto$ci
nik: bierzemy po prostu n-ty wiersz (liczac od 0), a potem w ramach
tego wiersza k-tg warto$¢ (réwniez liczac od 0). I tyle!

I Wielomiany bazowe Bernsteina

Wielomiany bazowe Bernsteina zostaly nazwane od nazwiska Siergieja
Bernsteina, ktéry skonstruowat je w 1912 roku w celu udowodnienia
twierdzenia Weierstrassa o przyblizaniu funkgji cigglych. W oryginale
stuzyly one do zbudowania wielomianu Bernsteina, ale nam przydadza
sie w nieco innym celu.

Wielomian bazowy Bernsteina definiujemy dla wartosci natural-
nych n oraz i takich, ze 0 <i<n.

B (z)=(7)-a" - (1—z)""

2

Wzér 2. Wielomian bazowy Bernsteina

Dla przyktadu, kolejne wielomiany bazowe Bernsteina dla n=3 wy-

gladaja nastepujaco:
1-2)33-2-(1-2)% 3 -22-(1—-x),0oraza?®
Kiedy popatrzymy na kolejne wielomiany, da sie dostrzec pewna pra-

widlowos¢. Jest ona znacznie bardziej wyrazna, gdy narysujemy wy-
kresy tych funkcji dla zakresu x € [0, 1]:
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Rysunek 2. Wykres wszystkich wielomianéw Bernsteina dla n=3
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Rysunek 3. Przykfadowe krzywe Béziera 3. stopnia

I KRZYWE BEZIERA

Mamy juz wszystkie czeéci uktadanki, Zeby zaprezentowaé wzér krzywych
Béziera. Co istotne, méwimy o krzywych Béziera, a nie o krzywej Béziera,
poniewaz jest to tak naprawde rodzina funkgji réznigcych si¢ od sie-
bie stopniem.

Wzdr krzywych Béziera stopnia n wyglada nastepujaco:

pi - Br(t)dlat € [0,1]

Wzér 3. Krzywe Béziera stopnia n

{ WWW.PROGRAMISTAMAG.PL }

0.6 0.8 1

Rozbijmy sume, aby wzor stal si¢ nieco bardziej czytelny:

p(t) = p1 - BY(t)-pe - BE(t)+ ...+ puBy(t)

Wzdr 4. Nieco uproszczony wzor krzywej Béziera stopnia n

Aby przekona¢ czytelnika, ze nie mamy tu do czynienia ze skompli-
kowang matematyka,, zobaczmy jeszcze, zanim przejdziemy dalej, jak
wygladaja wzory krzywych Béziera stopnia 2 i 3.

pi-(1—2)?+p2-2-(1—2) 2 +p3-2?
pr-(1—22+p-3-(1—2)2-2+p3-3-(1—x) 22 +pg-a°

Wzor 5. Krzywe Béziera 2 i 3 stopnia

<47>



Sprobujmy teraz zaglebi¢ sie nieco we wzory, by zobaczy¢, czym
tak naprawde sa krzywe Béziera. Oprdocz powtarzajacych sie zapisow
B oznaczajacych wielomiany bazowe Bernsteina, we wzorze poja-
wily sie tam nowe wartoéci oznaczone jako p;, p,, ..., Py Stanowia-
ce parametry krzywej Béziera n-tego stopnia. Zatrzymajmy si¢ przy
nich przez chwile.

Aby zrozumie¢, dlaczego figuruja one we wzorze, musimy przypo-
mnie¢ sobie, ze krzywe Béziera powstaly przede wszystkim po to, by
mozna bylo w tatwy sposob je modelowaé wewnatrz aplikacji graficz-
nych. Méwimy przeciez o mechanizmie, ktéry miat pomdc w projekto-
waniu karoserii samochodéw - co komu po krzywej, ktéra wprawdzie
pozwala wymodelowaé dowolnie skomplikowane ksztalty, ale jedno-
cze$nie wymaga Scistej, matematycznej wiedzy, by ja zastosowac?

Dlatego tez kazda krzywa Béziera (danego stopnia) zdefiniowana
jest przez szereg wartosci liczbowych, ktére bezposrednio wplywaja
na jej ksztalt. Na przykltad krzywe Béziera 3. stopnia dla parametrow
(0,1,-1,0) oraz (2, 3, 5, 1) przedstawiono na Rysunku 3.

Jasnym jest, ze warto$ci parametrow wplywaja bezposérednio na
ksztalt skonstruowanej krzywej. Wciaz jednak operujemy na wykre-
sach funkgji w przedziale [0, 1], a przeciez krzywe Béziera majg naj-
wiecej sensu na plaszczyznie. Wystarczy jednak dokona¢ niewielkiej

modyfikacji, aby przenies¢ sie do przestrzeni dwuwymiarowej.

| DRUGI WYMIAR

Jestesmy przyzwyczajeni do tego, ze wykres funkcji budujemy po-
przez przesuwanie si¢ wzdluz poziomej osi i wyznaczanie wartoéci na
pionowej. W przypadku wykreséw dwuwymiarowych co$ takiego nie
ma juz racji bytu, poniewaz na plaszczyznie wykres moze zawracac,
zapetla¢ sie i uklada¢ w do$¢ dowolny sposéb. Dlatego tez funkeje
dwuwymiarowe definiujemy nieco inaczej, niz jednowymiarowe.
Poniewaz z oczywistego powodu nie mozemy juz wybra¢ zadnej
»0si, wzdluz ktérej bedziemy sie przesuwaé, wprowadzamy ja w spo-
sob sztuczny. Wyobrazamy sobie wigc wirtualng o ,,t”, wzdtuz ktorej
»przesuwamy si¢”, wyznaczajac kolejne wartoéci x oraz y naszego wy-

kresu. Wzér funkcji dwuwymiarowej wyglada nastepujaco:
z = f1(t)
y = fa(t)

Wz6r 6. Funkcja dwuwymiarowa

Na przyktad wzdér wykresu przedstawiajacego okrag o promieniu r
oraz $rodku w punkcie (a, b) zdefiniujemy tak:

x=r-sin(t)+a
y=r-cos(t)+b

Wz6r 7. Wzér okregu na ptaszczyZnie

Wré¢my jednak do krzywych Béziera. Wiemy juz, ze do wyznacze-
nia krzywej n-tego stopnia potrzebujemy (n+1) parametréw. Ponie-
waz jednak bedziemy musieli zdefiniowaé dwa osobne wykresy dla
wspolrzednych x oraz y, liczba parametrow tez si¢ podwoi. Dlatego

dwuwymiarowa krzywa Béziera zapiszemy nastgepujacym wzorem:

<48>

wa>::§%pxia8;u>

y(t) ZZZZO pyi - B} (t)

dlat € [0,1]

Wz6r 8. Dwuwymiarowa krzywa Béziera

Matematyka jest dosy¢ elastyczna, jesli chodzi o zapis. Jezeli pogru-
pujemy wszystkie parametry w pary i przyjmiemy, ze P; oznacza

punkt o wspoétrzednych (px;, pyi), to powyzszy wzér mozemy skrocic:

P(t) =3 P, By (1)

=0

Wz6r 9. Skrécona dwuwymiarowa krzywa Béziera

Wrécilismy tym sposobem do oryginalnego zapisu, ale w trakcie
tego procesu przeksztalciliémy parametry p w punkty P (nazywane
punktami kontrolnymi krzywej Béziera). I o ile moze sie¢ wydawac,
ze jest to kosmetyczna zmiana skracajgca zapis, wbrew pozorom ma
kolosalne znaczenie dla mozliwosci manualnego ksztattowania prze-
biegu krzywej, bo w miejsce manipulacji parametrami liczbowymi
wprowadza ona mozliwo$¢ umieszczenia punktéw kontrolnych wraz
z krzywa na ekranie i obserwowania, w jaki sposob ich przemieszcza-

nie wplywa na jej ksztalt.

| JAKTO DZIALA?

Duzo matematycznych konstruktéw wymaga skomplikowanej wie-
dzy, by doktadnie zrozumie¢, jak naprawde one dzialaja. W przypadku
krzywych Béziera jest zupelnie inaczej — jest tu obecna tak prosta ma-
tematyka, ze bez wigkszych probleméw powinni$my ja rozszyfrowac.

Kluczem do zrozumienia catego algorytmu jest pewien ciekawy
fakt dotyczacy wielomianéw bazowych Bernsteina. Ot6z dla statej war-
toéci t i wybranego stopnia n wszystkie wielomiany bazowe Bernsteina
tego stopnia sumujg sie zawsze do 1. Dodajmy tez, ze w zakresie od 0
do 1 wielomiany bazowe Bernsteina s3 zawsze dodatnie.

W definicji krzywej Béziera n-tego stopnia widzimy, ze punkty kon-
trolne (czy tez parametry) sa przemnazane po kolei przez wszystkie wie-
lomiany bazowe Bernsteina (ktére - jak si¢ wlasnie dowiedzielismy - su-
muja sie do 1). Czy kojarzycie inny konstrukt matematyczny, w ktérym
serie liczb mnozymy przez zbior warto$ci sumujacych si¢ do 1, a nastgp-
nie dodajemy do siebie? Podejrzewam, ze wiekszo$¢ z czytelnikow miata
z nim kiedys do czynienia. To przeciez zwykla srednia wazona!

Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz Rysunkowi 2. Gdy t = 0, waga pierw-
szego punktu jest réwna 1, za$§ wszystkie pozostate — 0. Mozemy stad
wyciagna¢ wniosek, ze na samym poczatku konstruowana krzy-
wa pokryje si¢ z pierwszym punktem kontrolnym. Gdy zaczniemy
powoli zwigksza¢ warto$¢ t, zwrocimy uwage, ze waga pierwsze-
go punktu zaczyna stopniowo male¢, ale jednoczeénie ro$nie waga
pierwszego punktu kontrolnego (cho¢ nie osiaga ona 1, czyli nie
mamy gwarancji, ze krzywa przez ten punkt przejdzie - jakkolwiek
jest to mozliwe). Potem drugi punkt kontrolny traci na znaczeniu,
a na ksztalt krzywej zaczyna wplywac trzeci punkt kontrolny, az na
konicu waga ostatniego punktu kontrolnego roénie do 1 i krzywa

koniczy si¢ doktadnie w miejscu, gdzie ten punkt si¢ znajduje.
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I WEASNOSCI

Cho¢ stosunkowo nieskomplikowane, krzywe Béziera charakteryzu-
ja sie calym szeregiem ciekawych wlasnosci.

Na poczatku, z uwagi na ich specyficzng konstrukcje - jako $red-
niej wazonej — warto zauwazy¢, ze poza t = 0 oraz t = 1 kazdy punkt
kontrolny wplywa na ksztalt calej krzywej. Wynika to z faktu, iz poza
wspomnianymi miejscami waga kazdego z punktéw kontrolnych jest
niezerowa. Z drugiej za$ strony punkty t = 0 oraz t = 1 s3 kontrolo-
wane tylko i wylacznie przez skrajne punkty kontrolne, co daje nam
gwarancje, ze krzywa w nich sie rozpocznie i zakonczy.

Patrzac na wykresy wielomianéw bazowych Bernsteina, mozemy
wywnioskowac tez, ze skonstruowana, koncowa krzywa powinna by¢
gladka (bo stanowi sume gladkich funkcji). Matematycznie oznacza
to, ze funkcja jest nieskonczenie rézniczkowalna, ale mozna te wta-
snos$¢ wyjasnic¢ troche bardziej przyziemnie — krzywa nie bedzie mia-
ta zadnych przerw ani tez ostrych kantow.

Kazda krzywa Béziera jest zawsze zawarta wewnatrz wypuklej
otoczki swoich punktéw kontrolnych. Innymi stowy, jezeli w prosto-
katnym obszarze znajduja sie wszystkie punkty kontrolne krzywej, to
krzywa ta w caloci zmiesci sie w tym obszarze.

Idac dalej, krzywe Béziera sg zawsze styczne w punktach t = 0
oraz t = 1 do odcinkéw zbudowanych ze skrajnych punktéw kon-
trolnych (odpowiednio, pierwszego i drugiego oraz przedostatniego
i ostatniego). Dzigki temu laczenie krzywych Béziera w bardziej zlo-
zone krzywe jest bardzo latwe, o ile tylko zadbamy o wspotliniowosé
odcinka tworzonego przez dwa ostatnie punkty pierwszej krzywej
i dwa pierwsze drugiej.

Pomimo wielkiej elastyczno$ci w zakresie konstruowanych ksztal-
tow krzywe Béziera budowane sg z wielomiandw, co oznacza, ze przy
ich pomocy nie jest mozliwe modelowanie krzywych eliptycznych,
czyli na przyklad okregdw, elips, hiperbol i tak dalej. Warto jednak
mie¢ na uwadze, ze krzywe Béziera wykorzystywane sa zwykle do
wszelkiego rodzaju wizualizacji, co oznacza, ze zwykle muszg one
aproksymowac jaki$ ksztalt tylko na tyle dobrze, zeby nie dalo si¢
dostrzec roznicy golym okiem. Dla przykiadu, na Rysunku 4 przed-
stawiony jest okrag oraz aproksymujace go cztery sklejone krzywe
Béziera 3. stopnia (w sumie 12 punktéw kontrolnych). Sprébujcie

oceni¢, ktéry jest ktory.

Rysunek 4. Okrag i sklejane krzywe Béziera
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| IMPLEMENTACJA

Czy samodzielne zaimplementowanie krzywych Béziera jest trudne?
W Zadnej mierze. Jezeli nie przewidujemy zbyt duzych wahan w zakre-
sie stopnia krzywych, to dwumian Newtona mozemy zaimplemento-
wac przy pomocy tréjkata Pascala, a wtedy wielomiany bazowe Bern-

steina oraz sama krzywa Béziera pozostaja juz tylko formalno$cia.
Listing 1. Implementacja krzywych Béziera w C#/.NET 6

public static class Bezier

{

private static List<int[]> pascal = new();

private static int Newton(int n, int k)
{
if (n < 0)
throw new ArgumentOutOfRangeException(nameof(n));
if (k<@ |] k>n)
throw new ArgumentOutOfRangeException(nameof(k));

while (pascal.Count <= n)
{
if (pascal.Count == 0)
pascal.Add(new int[] { 1 });
else
{
var row = new int[pascal.Count + 1];
row[@] = row["*1] = 1;
for (int i = 1; i < row.Length - 1; i++)
{
row[i] = pascal[pascal.Count - 1][i - 1] +
pascal[pascal.Count - 1][i];
}

pascal.Add(row);

}

return pascal[n][k];

}

private static float Bernstein(int i, int n, float t)
{
if (n < 1)
throw new ArgumentOutOfRangeException(nameof(n));
if (<@ |]i>n)
throw new ArgumentOutOfRangeException(nameof(i));
if (t<o|] t>1)
throw new ArgumentOutOfRangeException(nameof(t));

return (float)(Newton(n, i)
* Math.Pow(t, 1)
* Math.Pow(1l - t, n - 1));
}

public static Vector2 Evaluate(Vector2[] points, float t)

{
if (points.Length < 2)
throw new ArgumentOutOfRangeException(nameof(points));
if (t<o|] t>1)
throw new ArgumentOutOfRangeException(nameof(t));

Vector2 result = Vector2.Zero;
for (int i = @; i < points.Length; i++)
result += points[i]

* Bernstein(i, points.Length - 1, t);

return result;

-

}
Listing 2. Przyktadowy program rysujacy krzywe

public class Program
{
static void Main(string[] args)
{
Bitmap bitmap = new Bitmap(512, 512,
PixelFormat.Format32bppArgb);
using Graphics g = Graphics.FromImage(bitmap);
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Rysunek 5. Efekt dziatania programu z Listingu 1
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using Brush pointBrush =

new SolidBrush(Color.FromArgb(®, 196, 32));
using Brush controlBrush =

new SolidBrush(Color.FromArgb(192, @, 32));
using Brush curveBrush =

new SolidBrush(Color.FromArgb(®, 32, 192));

| REALIA

Zaprezentowany chwile wczeéniej program jest bardzo uniwersalny
i pozwala skonstruowa¢ krzywa Béziera dowolnego stopnia. Pamietaj-

using Pen pointPen = my jednak, ze krzywe te powstaly przede wszystkim po to, by utatwi¢

new Pen(pointBrush, 2);
using Pen controlPen =

new Pen(controlBrush, 2)
{ okreslonego ksztaltu nie brzmi wcale jak proste zadanie — tym bar-

DashPattern = new[] { 5.0f, 5.0f }
}; dziej gdy przypomnimy sobie, ze krzywe mozna fatwo ze sobg skle-

using Pen curvePen = new Pen(curveBrush, 2);

manualne ich konstruowanie w programach typu CAD, a przeciez ma-

nipulowanie kilkunastoma punktami kontrolnymi w celu uzyskania

jaé. Dlatego tez najczesciej spotykanym rodzajem krzywych Béziera

// Modify points here

var points = new Vector2[] . i L. . . .

{ prostotg uzywania a elastyczno$ciag w zakresie konstruowania poza-
new Vector2(100, 100),
new Vector2(50, 300),
new Vector2(400, 50),
new Vector2(350, 450)

sg krzywe 3. stopnia, ktore stanowig bardzo dobry balans pomiedzy

danych ksztaltow.
Jezeli przyjmiemy staty stopien krzywych, implementacja oczywi-

. $cie radykalnie si¢ uprosci:

// Estimate number of segments

float lengthSum = @.0f;

for (int i = @; 1 < points.Length - 1; i++) public static class Bezier3
lengthSum += (points[i + 1] - points[i]).Length(); {

int segmentCount = (int)lengthSum;

Listing 3. Implementacja krzywych Béziera 3. stopnia

public static Vector2 Evaluate(Vector2 pil,
Vector2 p2,
Vector2 p3,
Vector2 p4,

// Draw background
g.FillRectangle(Brushes.White,
new RectangleF(@, @, bitmap.Width, bitmap.Height));

float t)
// Draw points { .
for (int i =@; i < points.Length; i++) if (t<e || t>1) )
{ throw new ArgumentOutOfRangeException(

g.DrawRectangle(pointPen,
new RectangleF(points[i].X - 5,
points[i].Y - 5,
10,
10));

nameof(t));

return pl * (float)Math.Pow(1l - t, 3) +
p2 * 3 * (float)Math.Pow(1l - t, 2) * t +
p3 * (1 - t) * (float)Math.Pow(t, 2) +
p4 * (float)Math.Pow(t, 3);

} }
// Draw control
for (int i = @; i < points.Length - 1; i++)
{ {
g.DrawLine(controlPen,
new PointF(points[i].X, points[i].Y),
new PointF(points[i + 1].X, points[i + 1].Y));

public static Vector2 Evaluate(Vector2[] points,
float t)

if (points.Length != 4)
throw new ArgumentOutOfRangeException(
nameof (points));

}

/D return Evaluate(points[e],
raw curve

s . . points[1],
for (int i = @; i < segmentCount; i++) points[2],
{ 3 points[3],

float t1 = (float)i / segmentCount; t);
float t2 = (float)(i + 1) / segmentCount; }
var pl = Bezier.Evaluate(points, t1); ¥

var p2 = Bezier.Evaluate(points, t2);

| RENDEROWANIE

Przypus¢my, ze zajdzie potrzeba recznego wyrenderowania krzywej

g.DrawLine(curvePen, new PointF(pl.X, pl.Y),
new PointF(p2.X, p2.Y));
¥

bitmap.Save(@"D:\Bezier.png"); Béziera. Najtatwiej jest zrobi¢ to, traktujac ja jako bardzo gesta tamanag

- czyli dzielac na male odcinki. Moze to brzmie¢ jak rozwiazanie pry-
mitywne, ale w wigkszosci przypadkow jest ono calkowicie wystarcza-
jace — o ile tylko we wiasciwy sposob dobierzemy granularnoé¢ podzia-
tu. Ta natomiast zalezy od medium, na ktérym chcemy wyrenderowa¢
ksztalt. Jesli jest to ekran komputera, wystarczy, Ze najkrotszy odcinek
bedzie nie diuzszy niz jeden piksel.

Jednym ze sposobéw na oszacowanie gestosci podzialu jest wyzna-
czenie dtugosci krzywej, ale nie jest to niestety zbyt fatwe zadanie. Wzo-

rem na dlugos¢ krzywej opisanej dwiema funkcjami x=f,(t) i y = f,(t) jest:

b
L=[/(fi(t)? + (f3(1))%dt

Wz6r 10. Dtugos¢ krzywej parametrycznej
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Jezeli teraz podstawimy pod f, i f, wzory krzywej Béziera trzecie-
go stopnia, otrzymamy formute tak skomplikowana, ze obliczenia jej
odmowita zar6wno Maxima, jak i Wolfram Alpha.

W miejsce dokladnych obliczen mozemy zastosowa¢ pewne przy-
blizenie: dlugo$¢ tamanej zbudowanej z kolejnych punktéw kontrol-
nych (widocznych na Rysunku 5 jako czerwone, przerywane linie).
Poniewaz wiemy, ze krzywa Béziera przechodzi jedynie przez skrajne
punkty kontrolne, a pozostale tylko przybliza, mozemy wywniosko-
wad, ze dlugos¢ tamanej bedzie zawsze wigksza lub w skrajnym przy-
padku réwna dlugosci krzywej. Niestety jednak, czesto jest to war-
to$¢ dosy¢ mocno zawyzona. W przypadku krzywej przedstawionej
na Rysunku 5 famana ma dtugos¢ 1039.3844 pikseli, co stanowi prze-
szto dwukrotnos¢ dtugoéci krzywej, o czym zaraz si¢ przekonamy.

Istnieje jednak prosty sposdéb na obliczenie diugosci krzywej z zada-
ng dokladnoscia. Zaczynamy od poprowadzenia odcinka od pierw-
szego do ostatniego punktu kontrolnego (jak pamietamy, krzywa za-
wsze przez nie przebiega). Dlugo$¢ tego odcinka stanowi oczywiscie
jakie$ przyblizenie dtugoéci krzywej, ale oczywiscie nie ma co spo-
dziewac sie cudéw.

Jezeli przyjmiemy, ze f(t) jest funkcja opisujaca nasza krzywa, to
odcinek, ktéry skonstruowali$émy, przebiega od punktu f(0) do punk-
tu f(1). Wprowadzamy teraz dodatkowy punkt, dzielacy istniejacy
przedzial na pdl, czyli £(0,5) (tu dygresja: cho¢ koncepcja taka jest
kuszaca, punkt ten wcale niekoniecznie lezy w geometrycznym $rod-
ku krzywej!).

Mamy teraz trzy punkty - prowadzimy wiec dwa odcinki: jeden
od £(0) do £(0,5) oraz drugi od f(0,5) do f(1). Teraz obliczamy ich
dlugosci i sumujemy - otrzymalismy nieco lepsze oszacowanie diu-
goséci krzywej. Nastepnie dzielimy istniejace przedzialy na polowy
i otrzymujemy cztery odcinki: od f(0) do £(0,25), od £(0,25) do £(0,5),
od £(0,5) do (0,75) i wreszcie od (0,75) do f(1). Proces ten mozemy
powtarza¢ tak dlugo, az nie wyznaczymy diugoéci krzywej z zadowa-

lajaca nas doktadno$cia.
Listing 4. Szacowanie dlugosci krzywej Béziera

public static class BezierMath

{
public static (float length, int divisions) EvallLength(
Func<Vector2[], float, Vector2> bezier,
Vector2[] points,
float precision = 0.1f)

int divisions = 0;

float lastLength = float.MaxValue;
bool precisionReached;

do
{

divisions = divisions == @ ? 1 : divisions * 2;
float length = @.0f;

for (int i = @; i < divisions; i++)

{
var tl = (float)i / divisions;
var t2 = (float)(i + 1) / divisions;
var pl = bezier(points, tl1);
var p2 = bezier(points, t2);
length += (p2 - pl).Length();
}
precisionReached =

Math.Abs(length - lastLength) < precision;
lastLength = length;

{ WWW.PROGRAMISTAMAG.PL }
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while (!precisionReached);

return (lastLength, divisions);

Po uruchomieniu powyzszej metody dla przyktadowej krzywej otrzy-
malem nastepujace wyniki:

Doktadnosé Liczba seg- Liczba
mentow podziatéw
01 64 5

474,9997
0,01 475,0245 256 8
0,001 475,02634 1024 10

Tabela 1. Wyniki pomiaru dfugosci krzywej

Miejmy na uwadze, ze jednostka dtugo$ci sa piksele — obliczenie dtu-
gosci z dokladnoscig do 0.1 piksela powinno wystarczy¢ w przewaza-
jacej liczbie przypadkow.

Na podstawie osiagnietych wynikéw mozna byloby teraz wysnué
wniosek, ze wystarczy podzieli¢ krzywa na 475 odcinkéw, by kazdy
z nich byl krétszy od piksela. Niestety, rowniez i to nie jest praw-
da. Przyczyng takiego stanu rzeczy jest fakt, iz krzywe Béziera maja
zmienng predko$¢. Wyrenderujmy raz jeszcze nasza przykladows
krzywa, wstawiajac 20 markeréw rozmieszczonych réwnomiernie
wzgledem warto$ci t (czyli w punktach 0, 0.05, 0.1, ..., 0.85, 0.9, 1).

Rysunek 6. Zmienna predkos¢ krzywej

Wida¢ wyraznie, jak krzywa na poczatku zwalnia, by potem przyspie-
szy¢ i osiagnac¢ swoja maksymalng predko$¢ na koncowym odcinku.
Jezeli wigc podzielimy ja na 475 odcinkow, okaze sie, ze najkrotszy
mierzy¢ bedzie 0,6344416 piksela, za$ najdtuzszy - az 2,542091.

Whbrew pozorom nie jest to jednak wcale az tak wielki problem w
kontekscie renderowania. Zauwazmy bowiem, ze w miejscach, w kto-
rych odcinki sg najdluzsze, krzywa ,porusza si¢” z najwigksza pred-
koscia, co w efekcie bardzo ja w tym miejscu wyplaszcza. Wyrende-
rowanie jej z mniejszg granularnoscig nie wplynie wigc zbytnio na
konicowy efekt.

Zmienna predkos¢ krzywej Béziera jest oczywiscie rowniez pro-
blemem w sytuacji, w ktdrej chcieliby$my wykorzystac ja jako tor
ruchu jakiego$ obiektu przemieszczajacego si¢ z jednostajna predko-
$cig. Z uwagi na brak analitycznych rozwigzan pozostaje nam stabli-

cowanie diugoéci segmentéw i wyznaczenie odpowiednich wartoéci
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t recznie. Co - dodajmy - nie jest wcale najlatwiejszym zadaniem,
w duzej mierze z powodu nawarstwiajacych si¢ bledéw numerycz-

nych (Rysunek 7).
Listing 5. Rownomierne rozmieszczenie markeréw na krzywej (fragment metody)

int markerCount = 20;
(float length, int divisions) = BezierMath.EvallLength(
Bezier.Evaluate, points, 0.1f);

float[] fromStart = new float[divisions];
float sum = 0.0f;
for (int i = @; i < divisions; i++)
{
var tl
var t2

(float)i / divisions;
(float)(i + 1) / divisions;

var pl
var p2

Bezier.Evaluate(points, t1);
Bezier.Evaluate(points, t2);

sum += (p2 - pl).Length();
fromStart[i] = sum;

var marker
for (int i

_1;
0; i < fromStart.Length; i++)

var newMarker = (int)(markerCount *
(fromStart[i] / sum));

if (newMarker > marker)

{
var t = (float)i / (fromStart.Length - 1);
var p = Bezier.Evaluate(points, t);
g.FillEllipse(markerBrush, new RectangleF(

p.X - 5, p.Y - 5, 10, 10));

marker = newMarker;

Rysunek 7. (Bardziej) réwnomiernie rozmieszczone markery

Nieco bardziej precyzyjne wyniki osiagniemy, jezeli podzielimy krzy-

wa na jeszcze wieksza liczbe segmentdw.

| ALGORYTM DE CASTELJEAU

Krzywe Béziera otrzymaly swoja nazwe od nazwiska pracownika Re-
nault, poniewaz to wlasnie ta firma jako pierwsza zdecydowala sie
opublikowa¢ wyniki jego badan. Na szczeécie jednak Paul de Faget
de Casteljau nie zostal zapomniany, a to za przyczyna wymyslonego
przez niego bardzo ciekawego algorytmu, pozwalajacego na wyzna-
czenie punktow krzywej w alternatywny, geometryczny sposob.
Zatézmy, ze mamy dane cztery punkty kontrolne krzywej Bezie-
ra, py, P, Ps Oraz p, oraz warto$¢ parametru t, wskazujacg na konkret-

ny punkt na krzywej, ktory chcemy wyznaczy¢.
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Konstruujemy teraz trzy odcinki laczgce kolejne punkty kontrolne,
a nastgpnie wyznaczamy na nich punkty stanowiace podziat tych od-
cinkéw w miejscu wyznaczonym parametrem t (czyli jedli t = 0, bedzie
to punkt poczatkowy odcinka, dla t =1 — punkt koficowy, t = 0,5 ozna-
cza §rodek odcinka itp.).

Tym sposobem otrzymamy trzy nowe punkty: nazwijmy je q,, q,
oraz q;. Powtarzamy teraz caly proces, budujac dwa odcinki pomig-
dzy tymi punktami, a nast¢pnie dzielac je znéw w miejscu wyznaczo-
nym przez parametr t; teraz otrzymaliSmy dwa punkty: r, oraz r,. Na
koniec dzielimy ostatni odcinek, otrzymujac punkt s;, rGwnowazny
szukanemu punktowi na krzywej dla zadanego parametru t.

Na Rysunku 8 przedstawiono symbolicznie realizacje algorytmu
de Casteljeau dla wartosci t = 0,25.

p2 q2
p3

q3

p4
p1

Rysunek 8. Symulacja algorytmu de Casteljeau

Mozna byloby zapytaé: po co stosowal algorytm de Casteljeau, je-
$li wystarczy wstawi¢ parametr t do wzoru krzywej, by natychmiast
otrzymac¢ odpowiedni punkt?

Cdz, jesli zalezy nam tylko na wyznaczeniu punktu na krzywej, to
oczywiscie w takim przypadku tatwiej jest zastosowaé wzor. Przy po-
mocy algorytmu de Casteljeau mozemy jednak nie tylko wyznacza¢
punkty na krzywej, ale réwniez dzieli¢ ja na mniejsze w wyznaczo-
nym miejscu!

Spojrzmy na Rysunek 8. Punktami kontrolnymi oryginalnej krzy-
wej s3 oczywidcie p,, p», s 1 ps. Gdyby$my teraz chcieli podzieli¢ ja
w punkcie t=0,25, wystarczy zrealizowa¢ algorytm de Casteljeau, by
otrzymac dwa nowe zestawy nowych punktéw kontrolnych: p,, q, 1,
oraz s, dla pierwszej krzywej oraz s, r,, q; oraz p, dla drugiej. Suma
dwoch krzywych wyznaczonych tymi punktami kontrolnymi bedzie

wowczas nasza oryginalna krzywa.

I NOTACJA SVG

PrzyjrzeliSmy si¢ juz krzywym Béziera w skali mikro, a teraz popatrz-
my jeszcze na nie przez chwile w skali makro.

Jak wspomnialem na wstepie, krzywe Béziera sa obecne bodaj w kaz-
dej aplikacji zwigzanej w jakikolwiek sposdb z grafika. W praktyce
moze wiec zaj$¢ sytuacja, w ktdrej efekty dzialania naszego programu
chcieliby$my zaimportowac do takiej aplikacji. Jednym z najprostszych
sposobow osiagnigcia tego celu jest skorzystanie z otwartego, opartego
na XML i szeroko zaimplementowanego formatu SVG, ktéry pozwala
w stosunkowo latwy sposéb zapisaé wektorowe obrazy — a co za tym
idzie, rowniez i krzywe.

Przyjrzyjmy si¢ na poczatku ogdlnej strukturze pliku SVG:
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Listing 6. Prosty plik SVG

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8" standalone="no"?>
<svg
xmlns="http://www.w3.0rg/2000/svg"
xmlns:svg="http://www.w3.0rg/2000/svg"
width="32" height="32" viewBox="0 © 32 32"
version="1.1" id="svg5">
<defs id="defs1" />
<g id="layerl">
<path style="fill:#80a0e0@;fill-opacity:1;stroke:none"
d="M 4 4 L 28 4 L 28 28 L 4 28 Z"
id="path2" />
</g>
</svg>

Sam format jest zaskakujaco prosty - przypomina w duzym stopniu
HTML i CSS, tyle ze wyspecjalizowany jest oczywiscie w kierunku
zapisywania obrazoéw wektorowych. Co zainteresuje nas jednak tym
razem najbardziej, to specjalny sposob zapisu ksztaltu widoczny
w atrybucie d wezta path. Jest to mini-jezyk stuzacy do opisu wek-
torowych ksztaltéw, zaréwno otwartych, jak i zamknietych, obecny
w wielu réznych miejscach, niekoniecznie zwigzanych z formatem
SVG (jest on na przyklad respektowany przez obiekt PathData w ra-
mach frameworka WPF).

Jezyk ten cechuja dwa kluczowe aspekty. Po pierwsze, sktada si¢
on z serii komend, z ktérych kazda odpowiedzialna jest za opisanie
kolejnego elementu ksztaltu. Po drugie za$, znany jest on z usankcjo-
nowania wielu skrétéw, by zapewni¢ maksymalng zwigzlo$¢ zapisu.
Na przyklad ciag, ktéry nieco bardziej explicite zapisalem w zapre-
zentowanym wcze$niej przykladzie, mozna skroci¢ doMm 4 4 28 4
28 28 4 28 Z lub nawet jeszcze krocej, do M4, 4H28V28H4Z.

Kazde polecenie (za wyjatkiem kilku skrétéw) zaczyna si¢ litera
okreslajacg rodzaj graficznego sktadnika, a nastepnie szeregiem para-
metréw. Wszystkie liczby sa traktowane jako zmiennoprzecinkowe,
ze znakiem kropki jako separatora dziesi¢tnego. Elementy (polecenia
i liczby) moga by¢ oddzielane spacjg lub przecinkiem, ale zgodnie ze
standardem odstepy sa obowiazkowe tylko tam, gdzie jest to napraw-
de konieczne (zwykle gdy mamy obok siebie dwie liczby). W kazdym
innym przypadku stuza one tylko zwigkszeniu czytelnosci zapisu.

Kazde polecenie moze by¢ wydane przy pomocy wielkiej lub ma-
tej litery. Wielka litera oznacza, ze wspolrzedne sa bezwzgledne, za$
mala - Ze s3 przyrostowe w stosunku do miejsca, w ktérym zakon-
czyla si¢ ostatnia komenda (dlatego wielkos¢ liter w opisywanych po-
nizej poleceniach jest istotnal).

Do dyspozycji mamy kilka klas polecen. Kontrolne (Mm, Zz), linie
(L1, Hh, Vv), krzywa Béziera drugiego stopnia (Cc, Ss), krzywa Bézie-
ra trzeciego stopnia (Qqg, Tt) oraz uk eliptyczny (Aa).

W kolejnosci, mozemy wydawac nastgpujace polecenia:

Mxy[xy...]
m dx xy [dx dy ...]

Rozpoczecie nowego pod-ksztattu od zadanych wspétrzed-
nych. Jezeli po poleceniu M zostanie wprowadzonych wie-
cej wspétrzednych, wszystkie kolejne beda traktowane jako
niejawne polecenia L lub 1. Jesli pierwszym poleceniem
catego ksztattu jest m, wspétrzedne beda traktowane jako
bezwzgledne, ale ewentualne kolejne wspoétrzedne beda
traktowane jako niejawne polecenia 1

z Zamyka biezacy pod-ksztatt, taczac go z jego pierwszym
z punktem. Poniewaz Z nie przyjmuje parametréw, obie jego
wersje dziataja tak samo

Lxy [xy...]
1 dx dy [dx dy ...]

Rysuje prosta linie rozpoczynajaca si¢ od miejsca,
w ktorym zakoriczyto sie poprzednie polecenie, do miejsca
wskazanego wspdtrzednymi
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Hx [x ...] Rysuje pozioma linig rozpoczynajaca sie od miejsca, w kto-
h dx [dx ...] rym zakonczyto sie poprzednie polecenie, do wspétrzednej
x wskazanej parametrem. Mozliwe jest przekazanie wielu
wspotrzednych, choé zwykle nie ma to wiekszego sensu
Vy [y ...] Rysuje pionowa linie rozpoczynajgca sie od miejsca, w kté-
v dy [dy ...] rym zakonczyto sie poprzednie polecenie, do wspétrzednej

y wskazanej parametrem. Mozliwe jest przekazanie wielu
wspétrzednych, cho¢ zwykle nie ma to wigkszego sensu

C x1 yl x2 y2 xy
[ooo]

c dx1 dyl dx2 dy2 dx
dy [...]

Rysuje krzywa Béziera trzeciego stopnia. Pierwszym
punktem jest miejsce, w ktérym zakoriczyto sie poprzednie
polecenie, za$ x1 y1, x2 y2 i X y wyznaczaja miejsce
pozostatych trzech punktéw kontrolnych. Co wazne,
wszystkie relatywne wspétrzedne sg wyznaczane w stosun-
ku do poprzedniego punktu (a nie wzgledem siebie!)

Sx2y2xy/[...]

s dx2 dy2 dx dy
[oool

Rysuje krzywa Béziera trzeciego stopnia. Pierwszym punk-
tem kontrolnym jest miejsce, w ktérym zakoriczyto sie po-
przednie polecenie. Drugi punkt kontrolny wyznaczany jest
jako lustrzane odbicie przedostatniego punktu kontrolnego
poprzedniej krzywej. Jesli poprzednim poleceniem nie byta
krzywa, drugi punkt kontrolny pokryje sie z pierwszym. Dwa
pozostate punkty kontrolne definiowane sg parametrami
X2y2o0razxy

Qx1ylxy[...]

q dx1 dyl dx dy
[oool

Rysuje krzywa Béziera drugiego stopnia. Pierwszy punkt
kontrolny pokrywa sie z miejscem, w ktérym zakonczyto
sie poprzednie polecenie, za$ dwa pozostate wskazane s3
przez parametry

Txy[...]
tdx dy [...]

Rysuje krzywa Béziera drugiego stopnia. Pierwszy punkt
kontrolny pokrywa sie z miejscem, w ktérym zakoriczyto
sie poprzednie polecenie, drugi obliczany jest tak samo, jak
w poleceniach S i s. Trzeci punkt kontrolny wskazany jest
parametrem

A rx ry x-axis-rota-
tion large-arc-flag
sweep-flag x y [...]

Rysuje fragment fuku eliptycznego do punktu wskazane-
go wspotrzednymi x oraz y. Rozmiar i orientacja elipsy
wskazana jest dwoma promieniami rx oraz ry ($rodek
elipsy obliczany jest automatycznie na bazie przekaza-
nych parametréw). X-axis-rotation okresla, o jaki

kat obrocona jest 0$ X elipsy w stosunku do biezacego
uktadu wspétrzednych. Wreszcie large-arc-flag oraz
sweep-flag okreslaja, ktéry z czterech mozliwych tukéw
ma zosta¢ wybrany (Rysunek 9)

a rx ry x-axis-
rotation large-arc-
flag sweep-flag dx
@Y [[ooo]

large-arc-flag=0
sweep-flag=0

large-arc-flag=0
sweep-flag=1

large-arc-flag=1
sweep-flag=0

large-arc-flag=1
sweep-flag=1

Rysunek 9. Dziatanie parametrow large-arc-flag oraz sweep-flag
(Zrédto: https://www.w3.0rg/TR/SVG2/paths.html#DProperty)

| Przyktad

Zabralem si¢ ostatnio za standaryzowanie ikon wszystkich moich
aplikacji. Zainspirowalem si¢ znalezionym gdzie$§ w Internecie ry-
sunkiem sze$ciokatow zbudowanych z tréjkatow, ktore tworza wielo-
kierunkowe gradienty. Oczywiécie datoby sie narysowa¢ takie ikony
w Inkscape, ale zalezalo mi na tym, zeby wygenerowanie kolejnych
- dla nastepnych pisanych przeze mnie aplikacji — zajmowalo mozli-
wie jak najmniej czasu, wigc napisalem program, ktéry buduje je na
podstawie zbioru parametréw.

Dla przykltadu, ponizszy fragment kodu prezentuje generowanie
ciagu opisujacego duzy sze$ciokat z zaokraglonymi wierzchotkami,

ktéry stanowi maske dla calego obrazu.

<53>



Listing 7. Automatyczne generowanie wektorowych ksztattow

private static string BuildRoundedHexagon(IconModel icon)

{
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StringBuilder result = new();

Vector2 start = icon.Start.AsVector;

Vector2 span = icon.End.AsVector - icon.Start.AsVector;
Vector2 horizontal = span / 2.0f;

Vector2 upwards = horizontal.RotatelLeft(60);

Vector2 downwards = horizontal.RotateRight(60);

List<(Vector2 point, Vector2 span)> edges = new();

edges.Add((start, downwards));

edges.Add((edges.Last().point + edges.Last().span,
horizontal));

edges.Add((edges.Last().point + edges.Last().span,
upwards));

edges.Add((edges.Last().point + edges.Last().span,
-downwards));

edges.Add((edges.Last().point + edges.Last().span,
-horizontal));

edges.Add((edges.Last().point + edges.Last().span,
-upwards));

result.AppendLine($" <path style=\"fill:#ffffff;" +
"fill-opacity:1;stroke:none\"");

result.Append(" d=\"");
Vector2 p;

for (int i = @; 1 < edges.Count; i++)
{
var current = edges[i];
var next = edges[(i + 1) % edges.Count];

if (1 == 0)
result.Append("M ");

p = current.point +
current.span * icon.RoundingEdgeFactor;
result.Append(FormattableString.Invariant(
$"{p.X},{icon.Height - p.Y} "));

if (1 > 9)
result.Append("L ");

p = current.point +
current.span * (1.0f - icon.RoundingEdgeFactor);
result.Append(FormattableString.Invariant(
$"{p.X},{icon.Height - p.Y} "));

result.Append("C ");

p = current.point +
current.span * (1.ef -
icon.RoundingControlPointFactor);
result.Append(FormattableString.Invariant(
$"{p.X},{icon.Height - p.Y} "));

p = next.point +
next.span * icon.RoundingControlPointFactor;
result.Append(FormattableString.Invariant(
$"{p.X},{icon.Height - p.Y} "));

WOJCIECH SURA

wojciechsura@gmail.com

p = edges[@].point +
edges[0].span * icon.RoundingEdgeFactor;

result.AppendLine(FormattableString.Invariant(
$"{p.X},{icon.Height - p.Y} Z\""));
result.AppendLine($" id=\"path{idGenerator++}\" />");

return result.ToString();

Koncowy efekt dziatania catego programu — nowa ikon¢ mojej apli-

kacji Dev.Editor — mozemy zobaczy¢ na Rysunku 10.

Rysunek 10. Ksztatty wygenerowane z poziomu aplikacji C#

I NAKONIEC

W $wietle faktu, iz wigkszo$¢ szanujacych si¢ bibliotek graficznych
pozwala na renderowanie krzywych Béziera, zasadnym jest zada¢ so-
bie pytanie, czy implementowanie ich od zera ma jakikolwiek sens.
Odpowiedzia jest bodaj najbardziej uniwersalne stwierdzenie
w $wiecie IT: to zalezy. Jedli chcemy tylko renderowac krzywe otwarte
lub zamkniete, prawdopodobnie nie ma wiekszego sensu zaprzataé
sobie glowy implementowaniem wszystkiego od poczatku. Czasa-
mi jednak krzywych Béziera mozemy chcie¢ uzy¢ do innych celéw
niz tylko rysowanie rastrowych obrazéw: w takim przypadku warto
przyswoi¢ sobie nieco matematycznych podstaw i wykorzysta ten
wszechstronny matematyczny konstrukt, by znaczgco utatwic¢ sobie
prace. Otwarta opcja pozostaje réwniez skorzystanie z gotowych me-
chanizméw - jak format SVG i jezyk opisu wektorowych ksztattow
- by zrealizowa¢ najtrudniejsza czg¢$¢ operacji przy pomocy napisa-
nego przez siebie programu, a reszte pracy wykona¢ w dedykowanej,

przeznaczonej do tego aplikacji.

Programuje 30 lat, z czego 15 komercyjnie; ma na koncie aplikacje desktopowe, webowe, mobilne i wbudowane — pisane w C#,
C++, Javie, Delphi, PHP, JavaScript i w jeszcze kilku innych jezykach. Obecnie pracuje w SII — najwiekszym w Polsce dostawcy
ustug doradztwa technologicznego, transformacji cyfrowej, Business Process Outsourcing i inzynierii.
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