Efektywny algorytm Knutha dla problemu Doktadnego
Pokrycia i jego zastosowanie w trudnych tamigtéwkach

Niejeden z nas grat, a na pewno zna tamigtéwki Sudoku czy Polyomino. To drugie od czasu
wprowadzenia przez Solomona Golomba wzbudzito zainteresowanie matematykéw zajmuja-
cych sie nauka i rekreacja. Liczne gry - jak np. Tetris czy Ubongo - tamigtowki i nierozwigza-
ne problemy oparte sg na tych zachwycajgcych elementach, ktére powstaja przez potaczenie
wzdtuz krawedzi wielu nie nachodzgcych na siebie kwadratow jednostkowych [18].

Tetromino to przypadek szczegdélny Polyomino, w ktérym kostki
sktadajg si¢ z czterech kwadracikow, tak jak we wspomnianych
juz grach Tetris i Ubongo'. Problem polega na tym, zeby z dostep-
nych elementéw wypelni¢ pewien obszar, np. plansz¢ 4x4 - jak na
Rysunku 1. Ponadto zaprojektowanie uktadu mieszkania czy budyn-
ku mozna sprowadzi¢ do rozwigzania Polyomino, gdzie kazdy ele-
ment odpowiada pokojowi czy pomieszczeniu. Tego typu zagadnie-
nie podjeli autorzy pracy [5].

, ‘ . Rozwigzanie
e e |

Zbidr kostek

Rysunek 1. Przyktad uktadanki Tetromino (Zrédto: [5])

Sudoku to réwniez bardzo znana famigléwka, ktora powszechnie wy-
stepuje w wersji 9x9. Opis problemu oraz dowdd, dlaczego ta tami-
gléwka jest trudnym problemem, mozna znalez¢é w [1].

Mozemy sobie wyobrazi¢ bezposredni sposdb rozwigzania powyz-
szych gier. Jednakze pokazemy nieco inne, posrednie podejécie. Miano-
wicie za pomocg algorytmu dla zupelnie innego (na pierwszy rzut oka)

kombinatorycznego problemu rozwiazemy Sudoku oraz Tetromino.

| PROBLEM DOKLADNEGO POKRYCIA

Przedstawimy zatem tak zwany Problem Dokladnego Pokrycia
(ECP - Exact Cover Problem), o ktérym wiemy, ze jest obliczenio-
wo bardzo trudny, nalezy do znanej klasy probleméw NP-zupelnych
[19], [22] i nie wiadomo, czy istnieje dla niego algorytm wielomia-
nowy. Opiszemy jednak interesujacy algorytm (autorstwa Donalda
Knutha) dla tego problemu, ktéry — cho¢ w pesymistycznym przy-
padku wyktadniczy - daje zadowalajacy czas dziatania dla niektorych
instancji rozwazanego problemu.

1. Cho¢ w tej drugiej grze s tez dostepne kafelki sktadajace sie zdwu, trzech lub pieciu elementéw.
Odpowiednie ich nazwy to Domino, Tromino i Pentomino.
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Puzzle w przemysle

Na Rysunku 2 widzimy tréjwymiarowy obiekt, ktéry zostaje roztozony na trzy piramidal-
ne (bazowe) czesci. Niech P(z, y) bedzie figura ptaska w przestrzeni, a f(z, y) ozna-
cza pewna funkcje w przestrzeni, ktérej dziedzing jest zbiér P. Ksztatt jest piramidalny,
jesli jego podstawa jest figurg P, a pozostata czes$¢ tworzy zbiér punktow nalezacy do
funkeji f(z, y) oraz do wysokosci poprowadzonej z f(xz, y) do punktu podstawy P.
Ponadto f(z, y) — P(z, y) 202

Piramidalne ksztatty sa optymalne do formowania, odlewania i warstwowego druko-
wania 3D. Wiele typowych obiektéw nie jest piramidalnych, jak np. wspomniany obiekt
widoczny na Rysunku 2, jednakze po roztozeniu go na bazowe cze$ci umozliwia w efek-
cie oszczedno$¢ czasu i materiatu podczas druku 3D.

Rysunek 2. Obiekt przypominajacy wieze Centralnej Telewizji Chiriskiej (CCTV) w Peki-
nie (Zrédto: [14]). Kolorowa figura to przyktad optymalnej dekompozycji piramidalnej,
na ktdrej wyrdzniono trzy odrebne czesci gotowe do wydruku 3D

Na Rysunku 3 rozwazamy wersje dwuwymiarowa tego problemu. W tym przypadku P
jest odcinkiem, a funkcja f(z) to np. tamana®. Obiekt pierwszy od lewej to podziat
pewnego ksztattu na siedem blokéw bazowych. Pozostate trzy kolorowe obiekty to
przyktadowe rozwiazania, najlepszy z nich sktada sie z dwéch bazowych czesci (nie-
biesko-zielony). Mozemy je réwniez oznaczy¢ jako zbiory: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},
{7h {1, 2}, {1, 3}, {3, 4}, {4, 6}, {5, 6}, {6, 7}, {1, 2, 3}, {3, 4, 6}, {4, 5, 6},
{4, 6, 7}, {5, 6, 7}, {3, 4, 6, 7}, {4, 5, 6, 7}. Zatem najlepsze rozwigzanie sktada
sie z rodziny dwdch zbioréw {1, 2, 3}i {4, 5, 6, 7} [3].

—

Rysunek 3. Dekompozycja obiektu na 7 piramidalnych czesci oraz kolorowe przyktady
dekompozycji na mniejsza liczbe elementéw bazowych (Zrédto: [3])

2. Zaktadamy, ze figura jest po transformacji geometrycznej, w ktérej P lezy w ptaszczyznie OXY oraz
Z=P(x,y) = 0 0$ OZ jest skierowana do gory, natomiast f(x, y) >= 0.
3. Taka, ktora spetnia definicje funkgji.
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Ponadto za pomocg algorytmu dla ECP mozna efektywnie roz-
wigza¢ inne znane problemy - takie jak piramidalna dekompozycja,
projektowanie nowoczesnych ukladéw scalonych czy apartamen-
towcow. Co wiecej, zagadnienia z matematyki rekreacyjnej, takie jak
wspomniane wczesniej Sudoku czy Polyomino, dzieki algorytmowi
dla ECP okaza sie w praktyce nie takie trudne.

Wejsciem dla problemu ECP jest pewien skonczony zbiér U (uni-
wersum) i pewien zbiér podzbioréw zbioru U - innymi stowy rodzi-
na zbioréw F. Celem jest wybranie takich elementéw rodziny F, kto-
re s3 parami rozlaczne, a i ich suma daje U. Inaczej méwiac, wybrana
rodzina zbioréw tworzy podzial zbioru U.

Rozwazmy dla przykladu zbiér U, sktadajacy sie z m poczatkowych
liczb naturalnych oraz rodzine zbioréw F sktadajaca sie z n elementow.
Niech m = 7 wtedy U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} oraz F = {{3, 5, 6},
{1, 4, 7}, {2, 3, 6}, {1, 4}, {2, 7}, {4, 5, T}}. Oznaczmy tez przez
F, gdzie 1 < i< n, kolejne zbiory z F, np. F. = {1, 4, 7}. Na pewno
do rozwigzania nie naleza jednoczeénie zbiory F, oraz Fs, gdyz np.
element 3 nalezy do nich obu.

Zatem ostatecznym rozwigzaniem moze by¢ kolekgja zbioréw Fi, Fi,
Fs, ktore rzeczywiscie sa parami rozlaczne oraz tworza podziat zbioru U.

| ALGORYTM NIEDETERMINISTYCZNY

Aby znalez¢ doktadne pokrycie zbioru U, przedstawimy najpierw
niedeterministyczng wersje algorytmu, tj. w kazdym jego kroku (do-
ktadnie w wywolaniu rekurencyjnym) zgadujemy?, jaki zbiér z rodzi-
ny zbioréw F wybieramy. Tak wigc algorytm bierze na wejscie rodzi-
ne zbioréw F i wybiera pewien zbidr elementéw z F (o ile istnieje),
ktory spelnia warunki zadania. Po jego zakonczeniu weryfikujemy
poprawnos¢ rozwiazania.

Niedeterministyczny algorytm dla problemu ECP ma nastepujaca
postac:

Jesli zbior U jest pusty, to wyswietl rozwigzanie R i zakoncz algorytm
Jesli zbior F jest pusty, to brak rozwigzania

W przeciwnym wypadku wybierz niedeterministycznie zbiér F; (dla
pewnego I < ¢ < n) z rodziny F, taki ze F; jest podzbiorem U. Jesli
taki zbidr nie istnieje, to nie ma rozwiazania

Usun zbiér F; z rodziny zbioréw F

Dolacz F; (lub po prostu numer zbioru) do czesciowego rozwigzania
R oraz usun z U wszystkie elementy zbioru F;

Powtarzaj ten algorytm rekurencyjnie na zredukowanym zbiorze U
oraz F°

ALGORYTM DETERMINISTYCZNY,
CZYLI ALGORYTM BRUTE-FORCE DLA
PROBLEMU ECP

Konsekwencja tego, ze rozwigzujemy problem NP-trudny, jest fakt,
ze prawdopodobnie kazdy deterministyczny algorytm bedzie opar-

4. Taki model wyboru w praktyce prawdopodobnie nie istnieje. Odpowiedni algorytm maégtby
dziata¢ na deterministycznym komputerze z nieograniczong liczba réwnolegtych procesoréw. Za
kazdym razem, kiedy mozliwy jest wiecej niz jeden wybdr, tworzone sa osobne procesy dla kazdego
z nich. Gdy jeden z takich potomnych proceséw konczy sie sukcesem, zwracamy rozwiazanie [17].
5. Przy rozwazaniu algorytméw w modelu niedeterministycznym pytamy tylko, czy istnieje taki ciag
zgadywan, ktory da nam wynik w pozadanym czasie. W codziennym $wiecie programowania szyb-
kos¢ jego dziatania zaleze¢ bedzie od tego, jak dobrze zgadujemy.
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ty o proste (silowe) wyszukiwanie w pewnej przestrzeni rozwiazan,
ktorg tutaj jest rodzina pewnych zbioréw. Przypus¢my, ze mamy juz
pewne rozwigzanie czesciowe. Stoimy zatem przed wyborem pewne-
go zbioru z F, ktéry spelnia warunki zadania. Takich wyboréw moze
by¢ wiele, wiec dla kazdego z nich z osobna szukamy rozwigzania.
Gdy w pewnym momencie okaze si¢, Ze nie mozemy dokonaé po-
prawnego wyboru oraz zbidr U nadal nie jest w catoéci pokryty, mu-
simy si¢ cofna¢ do najblizszego miejsca, z ktérego mozemy podjaé
inng decyzj¢. Zauwazmy, Ze ten sposob przejécia po zbiorach przy-
pomina przeszukiwanie drzewa w glab i wystepuje w praktyce jako
algorytm z nawrotami (ang. back-tracking).

Mozna by zapytaé, czy w ogole warto podejmowac proby rozwia-
zywania problemu, o ktérym wiemy, Ze jest NP-trudny i prawdopo-
dobnie najlepszy algorytm bedzie dziata¢ i tak w czasie wykladnicz-
nym, chyba ze P = NP. Typowy algorytm wykfadniczy ma czgsto
ztozonoé¢ postaci O(2") lub O(n!), co oznacza, ze np. algorytm o
ztozonoéci O(2") dziala na wspolczesnym, typowym komputerze
szybko dla n < 27, ale dla kolejnych n czas wykonania jest juz jed-
nak bardzo zauwazalny. Nie zawsze jednak tak musi by¢! Moze si¢
okaza¢, ze nasz algorytm dziala w czasie O(2%) i wéwczas takie roz-
wigzanie moze dziata¢ szybko dla n < 27 x ¢, co moze by¢ zadowa-

lajace przy odpowiednio duzej stalej c.

| POSTAC MACIERZOWA ECP

Problem Dokladnego Pokrycia mozna tez przeksztalci¢ do wygod-
niejszej postaci macierzy binarnej.

Przypomnijmy zatem, ze zbiér U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} oraz
F=1{{3,5,6}, {1,4,7},{2, 3,6}, {1, 4}, {2, 7}, {4, 5, 7} }.

Kolumny macierzy beda reprezentowaé U. Natomiast o wierszach
macierzy bedziemy mysle¢ jak o kolejnych zbiorach F. Na przykiad
zbiér F, = {1, 4, 7} bedziemy reprezentowa¢ jako {1, 0, 0, 1, 0, 0, 1},
tj. stawiamy jedynke wszedzie tam, gdzie odpowiedni numer kolum-
ny reprezentuje element ze zbioru F;. Kolumny mozna tez oznaczy¢
kolejnymi literami alfabetu, tj. U = {A, B, C, D, E, F, G}, wtedy
np. F, = {A, D, G}. Spojrzmy na Rysunek 4, na ktérym mamy pelna
reprezentacje rodziny F w postaci macierzy binarnej.
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Rysunek 4. Macierz zero-jedynkowa, dla ktdrej przyktadowym pokryciem sg wiersze
o numerach (liczac od géry) 1, 4, 5 (Zrédto: [2])

Ostatecznie wigc problem ECP brzmi: czy istnieje zbiér wierszy za-
wierajacy dokladnie jedng jedynke w kazdej kolumnie?

Jesli n jest liczbg wierszy, a m kolumn macierzy, to wtedy liczba
wszystkich wyboréw wierszy wynosi 2". Z géry wigc zlozonos¢ algo-
rytmu mozna oszacowaé przez O(m2"). Poniewaz w kazdym wezle
trzeba sprawdzié, czy nie pokryliémy catego wiersza, stad dodatkowy
czynnik m. Zauwazmy jednak, ze zwykle nie musimy sprawdzaé kaz-

dego wyboru.
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| ALGORYTM X KNUTHA

Algorytm podany przez Donalda Knutha nie jest tutaj wyjatkiem
- w sensie jego wykladniczej zlozonosci obliczeniowej — poniewaz
takze jest oparty o przeszukiwanie z nawrotami®. Jednakze jego im-
plementacja jest bardzo efektywna i dziata szybko w praktyce.

Aby znalez¢ wszystkie doktadne pokrycia, Knuth zaproponowat
rozwigzanie, ktére nazwat Algorytmem X. Wejsciem jest macierz ze-
ro-jedynkowa M, dla ktérej algorytm znajduje pewien podzbidr wier-
szy (o ile istnieje), ktory spetnia warunki zadania. W jezyku zbiorow
szukamy odpowiedni podzbidr rodziny zbioréw T, taki ze zadne dwa
zbiory nie maja elementu wspélnego oraz ich suma daje zbior U.

Tym razem niedeterministyczny wyboér dotyczy wiersza macierzy,
co odpowiada réwnowaznie wyborowi pewnego zbioru F; z rodziny F.
Mozemy zatem albo zgadnaé odpowiedni wiersz, albo utworzy¢ tyle
instancji algorytmu, ile jest mozliwo$ci wyboru wiersza — a wigc tyle,
ile jest jedynek w danej kolumnie nr u - a potem kazdy z nich dziata
niezaleznie. Rdwnowaznie wybdr takiej kolumny odpowiada pewne-
mu niewybranemu jeszcze elementowi u z U, a nastgpnie zgadujemy
zbidr z rodziny F sposrod wszystkich, do ktorych nalezy wu.

Kazdy taki ,,podalgorytm” dziedziczy macierz M, ktérg tez redu-
kuje ze wzgledu na wybdr wiersza 7. Jesli jednak cala kolumna ¢ nie
ma jedynek, wtedy proces koniczy sie niepowodzeniem, co oznacza
brak rozwigzania. Z drugiej strony oznacza to, ze nie znalezlismy
zadnego zbioru F; z elementem w.

Zwréémy uwage na to, ze istotng réznicg miedzy tym algoryt-
mem a bezposrednim brute-force jest to, ze wybieramy kolumne do
usuniecia, a nie pojedynczy wiersz. Tzn. zamiast wybiera¢ kolejno,
ktére podzbiory wykorzystamy w naszym rozwigzaniu, skupiamy sie
na pytaniu: ,jak pokry¢ kolejny element u?”. Zauwazmy, ze w takim
podejéciu po wybraniu wiersza w tej macierzy mozemy w tym wy-
wolaniu rekurencyjnym ,,nie zajmowa¢” si¢ innymi wierszami, ktore
maja jedynki w tej kolumnie. Szczegdly zostang przedstawione w dal-
szej czesci artykutu dotyczacej algorytmu pokrycia kolumny.

Wybér kolumny ¢ w sposob systematyczny znajdzie rozwigzanie,
jednak nie kazdy sposéb wyboru pozwoli dojs¢ do rozwiagzania szyb-
ko. Okazuje sie, ze najlepiej wybiera¢ taka sposrod wszystkich, ktora
ma najmniejszg liczbe jedynek (tzn. najmniej zbioréw, ktére zawiera-
ja ten element, tj. u).

Niedeterministyczny algorytm dla problemu Doktadnego Pokry-

cia ma nastepujaca postaé [2]:

Jesli macierz M jest pusta, to wyswietl rozwiazanie i zakoncz algorytm
W przeciwnym wypadku wybierz deterministycznie kolumne ¢
Wybierz niedeterministycznie wiersz r, taki ze M[r, ¢] = 1
Dolacz r do cze$ciowego rozwigzania
Dla kazdego j takiego, ze M[r, j] = 1

Usun kolumne 5z macierzy M

Dla kazdego i takiego, ze M[i, j] = 1

Usun wiersz ¢ z macierzy M

Powtarzaj ten algorytm rekurencyjnie na zredukowanej macierzy M

6. Algorytm z nawrotami jest o tyle lepszy od sitowego sprawdzania wszystkich mozliwosci, ponie-
waz w praktyce przestrzen poszukiwarn jest znacznie mniejsza. Cho¢ pesymistycznie tez wyktadnicza.
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Jak zatem efektywnie reprezentowa¢ macierz )M oraz operacje
usuwania i przywracania kolumn i wierszy? Kluczem jest Algorytm
DLX (Dancing Links).

I DANCING LINKS, ALGORYTM DLX

Knuth zastosowat ciekawg oraz bardzo efektywna implementacje sta-
tycznej’ czterokierunkowej listy zwanej dancing links, ktora $wietnie
nadaje si¢ do podejscia back-tracking oraz operacji wykonywanych
przez Algorytm X.

| DANCING LINKS W DZIALANIU

W tej czgsci artykutu pokazemy dziatanie struktury na przyktadzie
listy dwukierunkowej. Wyrdznijmy pewien element z listy. Niech
x.prev oznacza poprzednik elementu z na liscie, a z.next nastepnik
elementu z. Wtedy (zdefiniowana dalej) operacja Usu#i(x) usuwa ele-
ment z z listy — co, wedlug Knutha, wie kazdy programista. Jednak
bardzo niewielu programistéw wie, ze cigg instrukcji wykonanych
jedna po drugiej — w funkcji Przywrdcé(x) — jest przywrdceniem ele-
mentu z, a wiec cofnieciem wczesniejszej operacji wstawienia®. Na
potrzeby algorytmu back-tracking ta niezbyt przydatna na pierwszy

rzut oka instrukcja okaze sie niezbedna i bardzo efektywna.

//Funkcja usunigcia elementu x z listy

Usun(x)
zT.next.prev = x.prev
zT.prev.next = r.next

//Funkcja wstawienia/przywrécenia (przed chwila usunietego) ele-
mentu x do listy
Przywroé(x)

zT.next.prev

z.prev.next

Idea przywracania elementu x byla wprowadzona w [8], gdzie auto-
rzy pokazali, ze dzigki temu dobrze znany program Dijkstry dotyczg-
cy problemu N-krélowych dziata prawie dwa razy szybcie;.

Przyklad listy poczatkowej i usunigcie z niej elementu C przed-
stawiono na Rysunku 5. Zauwazmy, ze powstal ,maly” balagan, tj. C
wskazuje na elementy B oraz na D. Zostawmy to jednak, poniewaz
ten nieporzadek przyda sie przy odzyskiwaniu elementu C. Piekno
operacji wstawienia polega na tym, ze — aby ja wykona¢ - wystarczy
znaé wartos¢ elementu z!

| ALGORYTM DLX

Kazdy z elementow macierzy wejéciowej M reprezentujacych jedynke
to wezel = nalezacy do pewnej listy. Dokladniej nalezy on do cztero-
kierunkowej listy cyklicznej’. Mozemy sobie ja wyobrazi¢ jako dwie

7. Generalnie listy, jakie znamy, sa dynamiczne. Jednak w tym przypadku struktura utworzona jest
tylko raz na poczatku. W czasie dziatania algorytmu istotnie wykonujemy operacje ,usuri’; ale fizycz-
nie nie usuwamy elementéw z pamieci, jak np. znane instrukcje free/release/delete.

8. Wazne, zeby przywracac elementy w kolejnosci,stosowej"/odwrotnej do jego usuwania ze struk-
tury, w przeciwnym wypadku operacja przywracania elementu moze zadziata¢ niepoprawnie.

9. Lista nie musi by¢ cykliczna, ale upraszcza to implementacje algorytmu.
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Rysunek 5. Przykfad poczatkowej cyklicznej listy dwukierunkowej oraz po usunieciu elementu C. Zauwazmy, ze dwa wskaZniki z C do B oraz z C do D zostaty nienaruszone.
Sa jednak niezbedne do przywrdcenia elementu C do listy

osobne listy cykliczne, z polami prev/next oraz up/down. Pola prev
oraz next pozwola przechodzi¢ miedzy kolumnami wzdluz wiersza
M, natomiast pola up oraz down migdzy wierszami wzdluz kolum-
ny M. Mamy réwniez dodatkowsa liste kolumn, w ktérej bedziemy
pamietac aktualng liczbe jedynek w kolumnie (pole cnt poczatkowo
réwne 0). Do elementu tej listy, ktory jest rowniez nagtéwkiem od-
powiedniej kolumny, wskazuje pole columns, ktore jest dostepne w
kazdym weZle reprezentujgcym jedynke. Struktura ma réwniez do-
datkowy element zwany korzeniem root, ktory wskazuje pierwsza
nieusunietg kolumne od lewej, tj. pierwszy dotad nieusuniety wezet
z dodatkowej listy kolumn.

Aby zwizualizowac¢ i lepiej zrozumie¢ te strukture danych, dobrze
sobie wyobrazi¢ torus'® (Rysunek 6). Dzieki zastosowaniu tej struk-
tury algorytm staje sie bardzo efektywny. W roku 2010 algorytm ten
zostal empirycznie potwierdzony jako najszybsze znane rozwigzanie
dla problemu znalezienia wszystkich doktadnych pokry¢ [4], [15].

Rysunek 6. Torus - przyktad pogladowy (Zrédto: [16])

10. Powierzchnia obrotowa generowana przez obrét okregu w przestrzeni tréjwymiarowej wokot
prostej lezacej w ptaszczyZznie tego okregu i nie przecinajacej go [16].
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Posiadamy juz potrzebne struktury danych, zeby zaimplemen-
towa¢ caly Algorytm X, zwany dalej DLX. Kluczowa operacja jest
pokrycie kolumny, tj. usuwamy c z dodatkowej listy kolumn oraz
usuwamy wszystkie wiersze, ktore maja jedynki w kolumnie c. Jed-
nak wczesniej szukamy odpowiedniej kolumny ¢ z najmniejsza liczba

jedynek, przechodzac po dodatkowej liscie kolumn.

Usun z wiersza (x)
z.down.up = x.up

z.up.down = x.down

Przywr6¢ do wiersza (x)
r.down.up = x

r.up.down = x

Opis algorytmu znalezienia optymalnej kolumny c¢ z najmniejsza
liczba jedynek:

//Find ¢

¢ = root.next

Dla kazdego u € {c.next, c.next.next, ...} \ {root}

if (u.cnt < c.ent) ¢ = u

Opis algorytmu usuniecia/pokrycia kolumny jest nastepujacy:
/1 Usun/Pokryj kolumne ¢
Usun(c)

/] Usun wszystkie wiersze, ktore maja jedynke w kolumnie ¢
/I Nie mozemy ich doda¢ do rozwigzania, bo mielibysmy
/I dwie jedynki w jednej kolumnie.
Dla kazdego u € {c.down, c.down.down, ...} \ {c}
Dla kazdego v € {u.next,u.next.next,...} \ {u}
Usun z wiersza (v)

v.columns.cnt——
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Przyktad pogladowy dla pokrycia pierwszej kolumny A z macie-
rzy z Rysunku 4 znajdziemy na Rysunkach 7a oraz 7b.

0 0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
\0 0 0 1 1 0 1

Rysunek 7a. Pokrycie kolumny A - faza pierwsza: usuniecie kolumny A z dodatkowej
listy (nagtéwek macierzy). Odpowiednie dowigzania zostaty usunigte, natomiast nowe
zaznaczono kolorem zielonym. Dla uproszczenia nie zaznaczamy szczegétowo dowigzan
jak na Rysunku 5

/A B c
o) o 1
1 0 0
)
1 0 0
0 1 0

\o 0 0

Rysunek 7b. Pokrycie kolumny A - faza druga (po pierwszym obrocie zewnetrznej petli):
usunigcie wiersza {A,D,G}. Wykreslamy dowigzania zaznaczone kolorem czerwonym, na
zielono natomiast zaznaczono nowe dowigzania. Zauwazmy, ze elementéw z kolumny A nie
usuwamy z odpowiadajgcego wiersza

Proces dokladnie odwrotny, czyli cofnigcie pokrycia kolumny ¢, ma

postac:

Dla kazdego u € {c.up, c.up.up, ...} \ {c}
Dla kazdego v € {u.prev, u.prev.prev, ...} \ {u}
Przywré¢ do wiersza (v)
v.columns.cnt+-+

Przywroé(c)

Mozemy juz zapisa¢ ostateczng posta¢ algorytmu wyszukujacego

wszystkie doktadne pokrycia w postaci pseudokodu ponizej:

Szukaj(k):

Jesli nie ma wiecej kolumn do pokrycia, to wypisz rozwigzanie
i powrd¢ z tego wywolania
Wybierz kolumne ¢ z najmniejsza liczba jedynek
Jesli nie ma takiej kolumny, to nie ma rozwigzania i powroc z tego
wywolania
Pokryj kolumne ¢
Dla kazdego r € {c.down, c.down.down, ...} \ {c}

Ustaw rozwigzanie(k) = r

Dla kazdego j € {r.neat, r.next.next, ...} \ {r}

Pokryj kolumne j.columns
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Szukaj(k + 1)

Usun rz rozwigzanie(k)

Dla kazdego j € {r.prev, r.prev.prev, ...} \ {r}
Przywr6¢ kolumne j. colummns

Przywrd¢ kolumne ¢

Przyktad dziatania algorytmu dla macierzy z Rysunku 4 przedstawio-
no na Rysunku 9.

PRZYKLAD ROZWIAZANIA TETROMINO ZA
POMOCA ECP

Kiedy mamy juz w reku silne narzedzie, jakim jest algorytm DLX,
mozemy przystapi¢ do rozwigzania wlasciwej tamigléwki. Najpierw
pokazemy przyklad konwersji ukladanki Tetromino w wersji 4x5
do ECP. Dodatkowo zatézmy, ze mamy nieograniczong ilo$¢ kostek
kazdego rodzaju. Ponumerujmy - liczac od 1 do rozmiaru uktadanki
- kazde pole kolejno wierszami od gory, a nastepnie kolumnami od
lewej do prawe;j.

Nasze rozwigzanie bedzie mie¢ form¢ macierzowa. Jej kolumny
odpowiadaja kolejnym polom planszy wedtug numeracji na Rysun-
ku 8. Kazdy wiersz tej macierzy odpowiada natomiast konkretnemu
ustawieniu kostki na planszy. Jesli obszar kostki lezy na polu numer p,
to w p-tej kolumnie macierzy znajduje si¢ 1. W przeciwnym wypad-
ku ustawiamy 0.

Mozemy zakodowa¢ od 1 do 8 orientacji kazdego z 5 kawalkow,
rozwazamy bowiem transformacje geometryczne, takie jak obroty
oraz odwracanie.

Liczba kolumn M dla ukltadanki z Rysunku 8 jest rowna 20. Wier-
szy M jest tyle, ile wynosi sumaryczna liczba mozliwych ustawien
kazdego z pieciu klockéw na ukladance rozmiaru 4x5 - w tym przy-
padku 161.

Pytamy teraz, czy istnieje dokladne pokrycie dla M. Jesli tak, to
mozemy tez rozwigza¢ Tetromino, w przeciwnym wypadku rozwig-
zanie nie istnieje. Mozna tez z gory zalozy¢, jakie rodzaje z 5-ciu ka-
walkow puzzli chcemy wykorzystaé oraz jakiej maksymalnej ilosci'!
przez odpowiednia modyfikacje macierzy M, a dokladnie przez doto-
zenie odpowiednich kolumn.

Rysunek 8. Wiersz macierzy M dla zaznaczonych na czerwono kwadratowych fragmentéw
tworzacych kostke ,Z” ma postac: (0,0, 0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,1,7,0,0,0,0,0,0)

11. Mozna tez dodatkowo zablokowa¢ niektdre pola planszy i w rezultacie potrafimy rozwiaza¢
wszystkie tamigtéwki w grze Ubongo.
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Rysunek 9. Przyktad przechodzenia drzewa poszukiwar przez algorytm Szukaj(0) dla macierzy z Rysunku 4. Na z6tto zaznaczone s kolejno wybierane wiersze rozwigzania.
W drugiej gatezi przyktadowym rozwigzaniem sg wiersze o numerach 1, 4, 5. Na czerwono oznaczone sg usuwane kolumny
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PRZYKLAD ROZWIAZANIA SUDOKU ZA
POMOCA ECP

Dla kolejnej tamigléwki redukgja jest nieco trudniejsza. Konwertujemy
Sudoku w wersji 9x9 do Dokfadnego Pokrycia poprzez utworzenie macie-
rzy rozmiaru 729x324. Dane liczby w Sudoku sa reprezentowane przez
odpowiednie wiersze macierzy. Matryca koduje wszystkie mozliwosci
wstawienia cyfry do siatki Sudoku (tzn. kazdy wiersz reprezentuje decy-
zje: ,wstawiam cyfre C w polu P”). Poniewaz jest 9 liczb oraz 81 komo-
rek, stad wszystkich wyboréw jest 9 x 81 = 729. Macierz ma zatem 729
wierszy. Kazdy z tych wierszy zawiera doktadnie 4 jedynki odpowiadajace
4 warunkom, ktdre sa spelnione, kiedy liczba jest umieszczona w siatce.
Pokazemy, jak dokladnie rozmiescic¢ kazda z 4 jedynek w danym wierszu:

1. Zapewniamy dokladnie jedna cyfre w danej komorce, tj. je-
dynka w komorce (A, a), tj. wierszu A, kolumnie a lub dwojka
w polu (A, a), ... lub dziewiatka w polu (A, a), jedynka w polu
(A, b) lub dwdjka w polu (A, b), ... lub dziewigtka w polu (A, b),
... jedynka w komorce (I, i), ... lub dziewigtka w komoérce (I, i).
Potrzebujemy do tego zatem 9 x 9 kolumn macierzy. Zauwazmy;,
ze dla kazdej cyfry w konkretnym polu (X, y) jedynka bedzie
sta¢ w tej samej kolumnie odpowiadajacej komorce (X, y).

2. Zapewniamy, ze w kazdym wierszu (A-I) planszy Sudoku znaj-
dzie si¢ dokladnie jedno wystapienie kazdej z dziewieciu cyfr.
Zatem potrzebujemy kolejno komoérki: jedynka w wierszu A,
dwojka w wierszu A, trojka w wierszu A ... I tak dla kazdego
wiersza. Potrzebujemy znéw 9 x 9 kolumn macierzy.

3. W taki sam sposob radzimy sobie z kolumnami planszy (a-i),
dodajac kolejne 9 x 9 kolumn macierzy.

4. Podobnie kodujemy kwadraty/regiony 3x3 na planszy (ozna-
czone cyframi rzymskimi I-IX), dodajac kolejne (ostatnie juz)

9 x 9 kolumn macierzy.

Daje to nam 324 kolumny macierzy.

Dla zobrazowania, wstawienie siddemki w prawym gérnym rogu
$rodkowego regionu - tak jak na Rysunku 10 - odpowiada wierszowi
macierzy, w ktorym:

1. Jedynka jest na polu odpowiadajacym cyfrze 7 w polu (D, f)
(kolumna 3 x 9 + 6 w pierwszej grupie kolumn).

2. Jedynka jest na polu odpowiadajacym cyfrze 7 w wierszu ,,D”
(kolumna 3 x 9 + 7 w drugiej grupie kolumn).

3. Jedynka jest na polu odpowiadajacym cyfrze 7 w kolumnie ,,f”
(kolumna 5 x 9 + 7 w trzeciej grupie kolumn).

4. Jedynka jest na polu odpowiadajacym cyfrze 7 w regionie ,V”

(kolumna 4 x 9 + 7 w czwartej grupie kolumn).

TESTOWANIE ALGORYTMU | SZYBKOSCI
DZIALANIA

W Tabeli 1 przedstawiono czasy wykonania réznych wersji algo-
rytmu DLX oraz sitowego'?. Dla ukladanki Sudoku 9x9 (z pewnym
poczatkowym rozwigzaniem czesciowym) algorytm DLX-opt (tj. wy-
bieramy heurystyke kolumny z najmniejszg liczbg jedynek) dziata do

3 razy szybciej niz algorytm sitowy.

12. Ktory tez jest oparty o technike back-tracking.
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H Vil Vil IX

Rysunek 10. Przyktad planszy Sudoku, na ktdrej ustawiamy cyfre 7 w wierszu D, kolumnie f
oraz regionie V

Tetromino 4x5 < 0,001 <0,001 <0,001 454
Tetromino 6x6 0,48 0,37 0,26 178939
Tetromino 8x5 11 1,6 11 800290
Tetromino 5x8 3 815 1,1 800290
Tetromino 8x6 44,93 57,54 32,51 22483347
Tetromino 6x8 85,44 83,83 32,67 22483347
Tetromino 8x8 ~19x10"9
Sudoku (test1) 45,54 28,67 15,26 13,17 4682736
Sudoku (test2) 117,63 74,62 42,61 25,97 10208980
Sudoku (test3) 332,87 270,88 111,3 45448179

Tabela 1. Czas wykonania (w sekundach) programu komputerowego na réznych danych
testowych. Plansze w testach dla Sudoku sg juz czesciowo wypetnione. Zwréémy réwniez
uwage na pomiary czasowe dla plansz Tetromino, w ktdrych plansza jest tego samego
rozmiaru, ale jest obrécona o 90 stopni, np. 8x5 i 5x8. Dla najmniejszej planszy wynik to
Srednia arytmetyczna z 10 wywofan programu

Tak wiec dzigki Donaldowi Knuthowi typowe Sudoku jest proste na-
wet dla komputera!

| MONTE CARLO W POMIARZE SZYBKOSCI

Czas dzialania algorytmu back-tracking mozna mierzy¢, nie tylko od-
mierzajac systemowy czas od poczatku do konca dzialania progra-
mu, ale rowniez zliczajac odwiedzone wierzchotki drzewa poszuki-
wan. Drugi model umozliwia predykcje czasu wykonania algorytmu
na podstawie tylko pewnej czesci tego drzewa, bowiem czesto czas
dziatania takiego algorytmu moze zaja¢ niepraktyczna - jesli nie
astronomiczng - ilo§¢ czasu i na pewno nie warto tego bezposrednio

sprawdzac.
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Knuth uzyt zatem metody Monte Carlo [11]. Idea polega na loso-
wym przej$ciu drzewa poszukiwan - to znaczy tak jak w pierwszej
wersji algorytmu DLX dokonywali$my niedeterministycznych wybo-
réw, tak teraz dokonujemy takiego wyboru w sposdb losowy. Opra-
cowana przez Knutha funkcja kosztu daje estymate na podstawie jed-
nej gatezi drzewa. Jednak taka estymata moze by¢ czasem daleka od
prawdziwej i jednym z rozwigzan jest powtérzenie testu wiele razy.
Na podstawie problemu skoczka szachowego oraz 1000 obserwacji
autor podaje, ze estymata liczby weztéw drzewa poszukiwan wynosi
w przyblizeniu 31,23 x 10% 5, podczas gdy prawdziwa wynosi ok.
31,37 x 10° ™, a blad wzgledny pomiaru jest mniejszy niz 0,5%!

| CZY MOZNA JESZCZE SZYBCIEJ...?

Pole do optymalizacji mozna zauwazy¢ np. dla problemu rozwigzywa-
nia Sudoku: tutaj wszystkich mozliwych plansz jest ok. 6,67 x 10* *°.
To bardzo duzo, ale jesli skupimy sie na istotnie r6znych'® planszach,
ich liczba jest znaczgco mniejsza i wynosi ok. 5,47 x 107 V. Wida¢
wigc, ze z pewno$cia da si¢ przyspieszy¢ przegladanie wszystkich
plansz w Sudoku, jesli tylko umiejetnie bedziemy pomija¢ symetrycz-
ne duplikaty. Na przyklad ustalmy pierwszy wiersz planszy Sudoku,
w ktorym liczby tworzg ciag rosnacy. Zauwazmy, ze dla kazdego roz-
wigzania mozemy zmienia¢ dowolnie kolejno$¢ kolumn 1-3, 4-6 oraz
7-9 oraz dodatkowo mozna tez zamienia¢ dowolnie 3 bloki kolumn po
3. Mamy lacznie 3! takich mozliwosci i o taki wspotczynnik mozna
zmniejszy¢ rozmiar poszukiwan. Autorzy [20] podaja lepszy wspot-
czynnik i dzieki temu mozemy przyspieszy¢ listowanie wszystkich
rozwigzan, ustalajac pierwszy region w lewym goérnym rogu Nplanszy.
Poniewaz takich mozliwosci jest 9!, wigc wystarczy przejrzec gy plansz,
gdzie N jest liczbg wszystkich rozwigzan. W pracy [21] wyliczono do-
ktadna liczbe istotnie réznych rozwigzan. Dzieki temu wystarczy przej-
rze¢ ,tylko” ok. 5,47 x 10° mozliwych ustawien cyfr w Sudoku, zeby
znalez¢ liczbe wszystkich mozliwosci wypelnienia planszy.

A czy mozemy przyspieszy¢ rozwigzanie ogolnego problemu, tj. ECP?

I na to odpowiedz jest rowniez pozytywna.

13. A doktadnie 3123 375511,1 [11].

14. A doktadnie 3137317290 [11].

15. A doktadnie 6 670 903 752 021 072 936 960.

16. Dwie plansze mozemy potraktowac jako rézne, jesli mozna przenumerowac symbole na planszy
lub zastosowa¢ operacje obrotu lub odwracania planszy. Jako istotnie réznych jest jeszcze mniej
i nalezy rozwazy¢ dodatkowo: permutacje blokéw kolumn/wierszy 1-3, 4-6, 7-9, permutacje kolumn/
wierszy 1-3,4-6, 7-9 [21]. W kombinatoryce jest to zliczanie grup symetrycznych permutacji.

17. A dokfadne 5472 730 538.

/ EFEKTYWNY ALGORYTM KNUTHA... /

| ALGORYTM DLX +ZDD

W 2017 roku na konferencji na temat sztucznej inteligencji (AAAI-17)
autorzy [4] zaproponowali przyspieszenie metody DLX, zwane al-
gorytmem DXZ, tj. DLX z ZDD. Ich metoda konstruuje Binarny
Diagram Decyzyjny z ttumieniem Zera (ZDD), ktory reprezentuje
zbidr rozwiagzan podczas wyszukiwania w glab w algorytmie DLX.
ZDD umozliwia efektywne wykorzystanie pamieci podregczne;j'® (tzw.
spamigtywanie) w celu przyspieszenia wyszukiwania. Na podstawie
réznych eksperymentéw proponowana metoda jest o kilka rzedow
wielko$ci szybsza niz DLX — nawet do 10000 razy. W Tabeli 1 nie
podalismy czasu wykonania rozwiazania Tetromino 8x8, poniewaz
czas wykonania jest zbyt dlugi. Jednak algorytm DXZ wykonuje si¢
na komputerze autoréw w 42.62 sekundy!

Algorytm ten jest réwniez pierwszym zdolnym do znalezienia w roz-
sadnym czasie wszystkich rozwigzan Tetromino dla planszy rozmiaru
12x12! Autorzy potwierdzili dokladng liczbe rozwigzan, ktora jest
rzedu 13 x 10 ¥ [5].

PODSTAWOWY ALGORYTM
ROZPROSZONY

Kiedy juz coraz trudniej przyspieszy¢ algorytm, warto sprawdzi¢, czy
mozna niektére jego czeéci zréwnolegli¢. Mozemy zatem rozproszy¢
obliczenia i na kazdym komputerze (wezle) policzy¢ czg$¢ rozwiaza-
nia. Nastepnie jeden z wyrdznionych komputeréw (master node) po
zebraniu tych wynikéw moze ustali¢ rozwigzanie koncowe.
Najprostszym sposobem, by zréwnolegli¢ algorytm DLX, jest
rozpoczecie przeszukiwania drzewa rozwigzan wszerz (Breadth First
Search) do pewnej gtebokosci, a nastepnie przestanie kazdego wierz-
chotka v z tej glebokosci na inng maszyne lub procesor. Zauwazmy,
ze galaz od korzenia do wierzchotka u odpowiada pewnemu czg$cio-
wemu rozwigzaniu. Nalezy wzig¢ to pod uwage przed uruchomie-
niem wlasciwego algorytmu DLX na danym komputerze i roéwniez

przestaé ten fragment rozwigzania do odpowiedniego wezta [12]%.

18. Aby przyspieszyc algorytm DLX, mozna zauwazy¢, ze niektére podproblemy w czasie przeszu-
kiwania drzewa w gtab sg takie same. Bezposrednim podejsciem jest memoizacja (spamigtywanie)
takich czesciowych rozwigzan - kosztem jest natomiast duzy narzut pamieciowy. Jednak ZDD efek-
tywnie zmniejsza to zapotrzebowanie, uzywajac tylko statego rozmiaru pamieci do zapamietania
rozwigzania podproblemu.

19. A doktadnie 13 664 822 582 333 502 156 627 512.

20. To jest najprostsze podejscie. Bardziej zaawansowane techniki zréwnoleglenia algorytmu,
np. tzw. splitting partitions, mozna znalez¢ w [9].
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| PODSUMOWANIE

W tym artykule pokazaliémy rézne zastosowania algorytmu DLX.
Niezwykla korzyscia jest to, Ze implementujgc rozwigzanie dla Sudo-
ku czy Tetromino, nie musimy zmienia¢ implementacji algorytmu,
a tylko dostarczy¢ odpowiednia macierz, a nastepnie przeksztalci¢
wynik na wlasciwy format. W $wiecie algorytmiki i zlozonoéci ob-
liczeniowej taki zabieg nazywamy ,redukcjs” miedzy problemami
(Sudoku do ECP, Tetromino do ECP). W bezposrednim podejsciu
jednak trzeba dla kazdej tamigltéwki zmieni¢ nieco podstawowa
implementacje.

DLX oraz problem ECP znajdujg zastosowanie nie tylko w fa-
migtéwkach, ale rowniez na przyklad w konstrukeji obwodéw elek-
trycznych (MPL).

MPL (Multiple Patterning Litography) to technika, ktéra prze-
zwycigza ograniczenia litograficzne w procesie wytwarzania uktadow
scalonych. W tej technice uklad jest rozktadany na wiele tzw. masek
(kolorowych kostek, jak w Polyomino). Poniewaz dotad modelowano
problem za pomoca kolorowania graféw, MPL jest na tyle ztozony,
ze wlasnie problem ECP znajduje tu swoje zastosowanie [6]. MPL
umozliwia producentom projektowa¢ uklady ponizej 20 nm [10].

ECP znalazl réwniez zastosowanie w opisanej na poczatku ar-
tykulu dekompozycji trojwymiarowych ksztaltéw. Znalezienie roz-
wigzania dla odpowiedniej instancji problemu ECP pozwala na
oszczednos¢ i efektywnos$¢ druku 3D. Zanim jednak bedzie mozna
przystapi¢ do rozwigzania problemu ECP, nalezy wcze$niej przepro-

wadzi¢ odpowiednig dekompozycje ksztattu, o czym wigcej w [3].

Bibliografia

Ponadto przedstawiliémy rézne warianty przyspieszenia podsta-
wowego algorytmu Knutha, prezentujac rozproszone podejscie do
obliczen, jak i diagram decyzyjny ZDD.

ZDD znalazt na przyktad zastosowanie w projektowaniu ukladow
mieszkan, sprowadzajac ten problem do ukltadania Polyomino [5], [7].
Dzigki zaaplikowaniu tej struktury algorytm DLX dziala nawet do
10000 razy szybciej, niz jego poprzednia wersja. Ponadto algorytm
DXZ jest w stanie efektywnie zapisa¢ wszystkie rozwigzania. Co wig-
cej, autorzy nadal pracuja nad poprawieniem wydajnosci struktury
danych, tak zeby znajdowaé optymalne rozwigzania w praktycznych
problemach.

Co ciekawe, wszystkich pokry¢ szachownicy rozmiaru 8x8 kost-
kami Polyomino z liczba pdl mniejsza niz 4 (tj. Monomino, Domino
oraz Tromino) jest ok. 92 x 10?' i dokladna liczba* moze zosta¢ po-
liczona niemal natychmiast przez utworzenie ZDD rozmiaru raptem
512 227 wierzchotkow [13].

Widzimy zatem, ze ukladanka Polyomino stuzy nie tylko lama-
niu glowy, ale tez ulatwia modelowanie i projektowanie praktycznych
obiektow.

Na koniec warto wspomnie¢, ze za pomocg ECP mozna réwniez

rozwigzaé problem N-krélowych czy skoczka szachowego.

Podzigkowania dla redaktora Delty, Tomasza Kazany, za dyskusje i rady,

ktére pomogly uproscic rozumowanie w niniejszym artykule.
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LUKASZ GRZADKO

! Autor przygode z komputerem zaczat w wieku 8 lat. Majac 10 lat, programowat interaktywne gry video w jezyku Basic. Uczestnik

wielu konkurséw matematyczno-programistycznych. Swoje umiejetnosci matematyczne i informatyczne poszerzyl i wzmocnit,
konczac studia na Uniwersytecie Wroctawskim. Zainteresowany teoretycznymi podstawami informatyki i matematyka, algoryt-

A mami i strukturami danych oraz inzynierig oprogramowania. Ponadto aktywny uczestnik TopCoder Algorithms od ponad 16 lat.
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Obecnie pracuje jako Software Development Engineer w technologiach LTE i 5G Mobile Broadband we wroctawskim oddziale Nokii.
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